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Abstrakt 
Pedmtem této bakaláské práce je seznámit se s metodami zpracování obraz snímaných 
technikami nukleární magnetické rezonance. Jsou zde popsány postupné kroky pi digitalizaci 
signálu na obrazová data. Ale pi zpracovávání vzniká prakticky vždy ve snímcích rušivá 
složka a to pedevším šum, který zpsobuje znehodnocení obrazu. Proto je bakaláská práce 
dále zamena pevážn na odstranní pítomných rušivých složek. Využívá k tomu v dnešní 
dob hojn se rozšiující vlnkovou transformaci, která je realizována bankou íslicových 
filtr. Následná experimentální ást se zabývá návrhem filtraní metody snímk z magnetické 
rezonance, nejvhodnjším nastavením parametr pro vlnkovou transformaci, ukázkou 
rozložení snímku na mapu magnetického pole a následným porovnáváním výsledk. 
 
Klíová slova 
Zpracování obrazu, vlnková transformace, banka íslicových filtr, dekompozice a 
rekonstrukce obrazu, nukleární magnetická rezonance, zpracování NMR dat. 
 
 
 
Abstract 
The subject of this thesis is to become familiar with the methods of processing image 
acquired by techniques of nuclear magnetic resonance. It describes the gradual steps in the 
digitizing of the signal to the image data. But in the process a disturbing component is almost 
always created in the image, in particular noise, which causes image devaluation. Therefore, 
further work is focused mainly on eliminating present disturbing components. For the noise 
elimination, the widely used wavelet transformation is applied, which is implemented by 
banks of digital filters. The experimental part of this work deals with design of MR filtering 
method, optimal filtering parameters setting, decomposition of images into magnetic field 
map, and subsequent comparison of results obtained. 
 
Keywords 
Image processing, wavelet transformation, digital filter banks, image decomposition, 
image reconstruction, nuclear magnetic resonance, NMR data processing. 
 Prohlášení  
Prohlašuji, že svoji bakaláskou práci na téma Zpracování MR obraz jsem vypracoval 
samostatn pod vedením vedoucího semestrálního projektu a s použitím odborné literatury a 
dalších informaních zdroj, které jsou všechny citovány v práci a uvedeny v seznamu 
literatury na konci práce. 
Jako autor uvedené bakaláské práce dále prohlašuji, že v souvislosti s vytvoením tohoto 
projektu jsem neporušil autorská práva tetích osob, zejména jsem nezasáhl nedovoleným 
zpsobem do cizích autorských práv osobnostních a jsem si pln vdom následk porušení 
ustanovení § 11 a následujících autorského zákona . 121/2000 Sb., vetn možných 
trestnprávních dsledk vyplývajících z ustanovení § 152 trestního zákona . 140/1961 Sb.  
 
 
V Brn dne ............... ............................................ 
 podpis autora 
 Podkování 
Dkuji vedoucím bakaláské práce Doc. Ing. Ev Gescheidtové, CSc. a prof. Ing. Karlu 
Bartuškovi, DrSc., za velmi užitenou metodickou pomoc a cenné rady pi zpracování 
bakaláské práce. 
 
 
V Brn dne ………… …............................................ 
 podpis autora 
Seznam použitých symbol a zkratek 
ib

  odhad vlnkových  koeficient 
fvz vzorkovací kmitoet 
f0 rezonanní kmitoet jader vystavených základnímu magnetickému poli 
n  šum zkreslující výsledný obraz  
s dilatace 
s(t) MR signál 
t asová promnná  
x(n) vstupní signál analyzující ásti banky filtr 
x^(n) výstupní signál syntezujicí ásti banky filtr 
y(m) výstupní signál z decimátoru, interpolátoru 
w(n) vstupní signál z decimátoru, interpolátoru  
v(n) signál mezi analyzujicí a syntezujicí ástí banky filtr 
B magnetická indukce 
B0 indukce základního magnetického pole 
Fn(z) penosová funkce dolní propusti syntezujicí ásti banky filtr 
HH1 detaily v diagonální smru 
HL1 detaily ve vertikálním smru 
Hn(z) penosová funkce dolní propusti analyzující ásti banky filtr 
L faktor interpolace 
LH1 detaily v horizontálním smru 
LL1  aproximace obrázku 
M faktor decimace 
M vektor magnetizace 
M0 velikost MR signálu, závisející na potu rezonujících jader 
T(⋅) vlnková prahovací funkce 
Tvz vzorkovací perioda 
T1 podélná relaxace 
T2 píná relaxace 
T2* efektivní relaní as 
γ gyromagnetický pomr jádra 
λ prahovací úrove 
σn standardní odchylka šumu v oblasti pozadí 
τ translace 
(x)  mítková funkce 
s,(t)  mateská vlnka  
ωvz  úhlový vzorkovací kmitoet 
ω úhlový kmitoet rezonance jader – Larmonv kmitoet 
ω0 úhlový kmitoet vysokofrekvenního magnetického pole 
  fáze komplexního signálu MR 
ΩS stední úhlová frekvence  
CWT spojitá waveletová transformace 
DFT diskrétní Fourierova transformace 
DP dolní propust 
DWT diskrétní waveletová transformace 
FID signál volné precese 
FT Fourierova transformace 
HP horní propust 
QMF  kvadraturní zrcadlové filtry 
MR magnetická rezonance 
NMR nukleární magnetická rezonance 
SNR pomr signál/šum 
WT waveletová (vlnková) transformace 
1D-DWT  jednorozmrná waveletová transformace  
2D dvojrozmrný 
2D-DWT dvourozmrná waveletová transformace 
Obsah 
Seznam použitých symbol a zkratek………………………………………………………….8 
Úvod…………………………………………………………………………………………..12 
1 Zpracování obraz ............................................................................................................13 
1.1 Snímání obrazu .........................................................................................................13 
1.2 Digitalizace obrazu ...................................................................................................13 
1.2.1 Vzorkování........................................................................................................13 
1.2.2 Kvantování........................................................................................................14 
1.3 Pedzpracování..........................................................................................................15 
2 Banky íslicových filtr ....................................................................................................16 
2.1 Banka filtr pro analýzu............................................................................................16 
2.2 Decimace signálu ......................................................................................................17 
2.3 Banka filtr pro syntézu............................................................................................18 
2.4 Interpolace signálu ....................................................................................................18 
3 Vlnková transformace WT................................................................................................19 
3.1 Spojitá vlnková transformace ...................................................................................19 
3.2 Diskrétní vlnková transformace................................................................................20 
3.3 Mateské funkce........................................................................................................21 
3.3.1 Vlnka Mexican hat............................................................................................21 
3.3.2 Morletova vlnka ................................................................................................22 
3.3.3 Meyerova vlnka ................................................................................................22 
3.3.4 Haarova vlnka ...................................................................................................22 
3.3.5 Vlnka Daubechies .............................................................................................23 
4 Zpracování obraz pomocí vlnkové transformace............................................................24 
4.1 Dvourozmrná vlnková transformace.......................................................................24 
4.1.1 Dekompozice ....................................................................................................24 
4.1.2 Rekonstrukce.....................................................................................................25 
5 Filtrace a odstraování šumu signálu pomocí vlnkové transformace...............................26 
5.1 Prahovací techniky....................................................................................................27 
5.1.1 Tvrdé prahování (HARD) .................................................................................27 
5.1.2 Mkké prahování (SOFT) .................................................................................28 
5.1.3 Polomkké prahování (SEMISOFT, FIRM).....................................................28 
5.1.4 Hybridní prahování ...........................................................................................29 
- 11 - 
5.1.5 Hyperbolické prahování....................................................................................30 
6 Nukleární magnetická rezonance......................................................................................31 
6.1 Princip magnetické rezonance ..................................................................................31 
6.2 Signál volné precese (FID) a relaxace ......................................................................33 
6.2.1 Signál volné precese .........................................................................................33 
6.2.2 Podélná relaxace T1...........................................................................................33 
6.2.3 Píná relaxace T2 .............................................................................................34 
6.2.4 Zpracování MR signálu.....................................................................................34 
6.3 MR signál..................................................................................................................34 
6.4 Prbh zpracování MR signálu.................................................................................35 
6.5 Signál a šum..............................................................................................................35 
6.6 Potlaení šumu v MR signálu ...................................................................................36 
7 Experimentální ást...........................................................................................................37 
7.1 Výbr prahovací techniky .........................................................................................37 
7.2 Výbr vhodné vlnky a úrovn rozkladu....................................................................38 
7.2.1 Výbr úrovn rozkladu .....................................................................................39 
7.2.2 Výbr vhodné vlnky..........................................................................................40 
7.2.3 Ovení výbru vhodné mateské vlnky a úrovn rozkladu .............................41 
7.3 Rozklad obrázku .......................................................................................................43 
7.4 Rozvinutí MR snímku...............................................................................................45 
Závr………………………………………………………………………………………….47 
Použitá literatura……………………………………………………………………………...49 
- 12 - 
Úvod 
V dnešní dob je zpracování obraz rychle se rozvíjející obor s aplikacemi v rzných 
oblastech lidských inností. Obraz je v podstat vícerozmrný signál, z nhož mžeme po 
vhodném zpracování urit adu veliin jako je nap. velikost, poloha, nebo jas vybraného 
objektu. Pi zpracování musí nejdíve projít signál procesem (digitalizací), aby nabyl digitální 
podoby. Samotný proces zpracování obrazu je rozdlen na nkolik základních krok, a to na 
samotné snímání obrazu, digitalizaci obrazu, ve které je zahrnuto vzorkování, kvantování, i 
zpracovávání pomocí transformací  nap. dvourozmrné diskrétní Fourierov transformaci 
2D DFT, a na pedzpracování obrazu, které obsahuje adu filtrací i transformací pro 
odstranní zkreslení, šumu, atd. z výsledného obrazu. 
Bakaláská práce se zabývá zpracováním obraz pedevším pomocí vlnkové (waveletové) 
transformace (WT) realizované bankou filtr. Tato metoda se využívá v ad odvtví nap. na 
aplikaci zpracování obraz magnetické rezonance. Proto jsem si práv tuto aplikaci vybral, a 
budu se zabývat zpracováním obraz snímaných pi magnetické rezonanci. 
Jev, nazvaný magnetická rezonance (MR) se v dnešní dob využívá pedevším jako 
moderní zobrazovací technika v odvtví medicíny. Nejvíce je využívána pro zobrazování ez 
lidským tlem, nebo pro mení MR spekter z vymezené oblasti tkán. Pracuje na úpln 
odlišném principu než doposud používané techniky, to znamená, že nevyzauje škodlivé 
ionizující záení a nevyvolává tím nežádoucí vedlejší úinky na organizmus. Samotné 
zobrazování probíhá na základ snímání indukovaného naptí a dalších parametr, ze kterých 
je signál pomocí složitých proces a algoritm peveden na škálu šedé barvy. U obraz 
snímaných magnetickou rezonancí potebujeme dosáhnout kvalitního zobrazení, tedy pi 
zpracovávání musíme ze snímku odstranit šum (zvtšit pomr signálu a šumu), zvýraznit 
nkteré detaily, hrany, i kontrast atd. 
Proto se experimentální ást mé bakaláské práce zabývá zejména problematikou 
odstraování šumu ze snímk MR, za pomocí vlnkové transformace v programu MATLAB. 
V první ásti jsou rozebírány hlavní rozdíly mezi rznými parametry této transformace, a to 
konkrétn mezi rozdílným prahováním, výbrem vhodné vlnky a úrovn rozkladu. Po 
vhodném výbru parametr následuje samotná filtrace, odstraování šumu z daných snímk. 
V samotném závru je ukázán rozklad a následné možné rozebrání MR snímku na mapu 
magnetického pole. 
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1 Zpracování obraz 
Samotný proces zpracování obraz rozdlujeme obvykle do nkolika základních krok: 
• Snímání obrazu. 
• Digitalizace obrazu. 
• Pedzpracování obrazu. 
1.1 Snímání obrazu 
Snímání obrazu je základním kamenem pro zpracování obrazu. Je to pevod optické 
veliiny na elektrický signál, který je spojitý v ase i v úrovni. Vstupní informace lze získávat 
z rzných zdroj jako je napíklad jas z kamery, intenzity rentgenového záení, ultrazvuku, 
tomograf MR, naptí z elektrody atd. 
1.2 Digitalizace obrazu 
Dalším zpracováním pi získávání obrazu je jeho digitalizace [1], [2], pevod spojitého 
analogového signálu na signál digitální. Digitální obraz je popsán spojitou obrazovou funkcí 
f(i,j), kde i a j jsou souadnice v obrazovém prostoru. Pomocí vzorkování a kvantování 
vstupního signálu je získána matice MxN pirozených ísel popisující obraz, kde jeden prvek 
matice = pixel (picture element). ím jemnjší je vzorkování a kvantování, tím lépe je 
aproximován pvodní spojitý obrazový signál. 
1.2.1 Vzorkování 
Vzorkování je proces s jehož pomocí jsou rovnomrn vybírány ze spojitého 
(analogového) signálu x(t) jeho urité hodnoty nebo úseky, tak aby dostaten vrn 
reprezentovaly pvodní signál [3]. 
Kde t, t∈(–,+), nabývá hodnot 
,VZTnt ⋅=  (1) 
kde 
Tvz je vzorkovací perioda, Tvz > 0, 
n =…–2, –1,0,1,2,…. 
V ideálním pípad je signál vzorkován Diracovým impulzem, v reálných podmínkách 
obdélníkovou funkcí. Vzdálenost mezi jednotlivými vzorky je perioda vzorkovacího signálu 
Tvz = 1/fvz. Pro vzorkování je nutné dodržet Shannon - Kotelnikovv vzorkovací teorém, 
který íká, že vzorkovací kmitoet fvz musí být nejmén 2x vtší než nejvyšší kmitoet 
MAXVZ 2 ff  . (2) 
U diskrétních signál je také velmi dležitým pojmem úhlový vzorkovací kmitoet ωvz, je 
definován vztahem 
VZ
VZVZ
2
	2
T
f piω =⋅⋅= . (3) 
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Obr.1.1  Vzorkování signálu  
Výsledkem vzorkování pi zpracování 2D obrazu je matice o velikosti MxN bod. U 
vzorkování obraz [4] je i velmi dležitá volba vzorkovací mížky. Nejastji používanými 
jsou mížky tvercové a hexagonální.  
 
Obr.1.2  tvercová a hexagonální vzorkovací mížka 
• tvercová mížka má snadnou realizaci a odpovídá reprezentaci obrazu pomocí matice 
ísel, ale má i své nevýhody týkající se pedevším mení vzdáleností a spojitosti 
objekt. 
• Hexagonální mížka má pravidelnost vzhledem k šesti okolním bodm každého bodu 
a eší nkteré problémy tvercové mížky, je ale nevhodná pro nkteré druhy operací, 
nap. Fourierova transformace. 
Další dležitou informací je vzdálenost mezi nejbližšími vzorkovacími body v obrazu, tzv. 
vzorkovací kmitoet, který uruje Shannonova vta o vzorkování (2). Po úspšném 
navzorkování je jeden vzorkovaný bod pixelem v digitalizovaném obrazu. 
1.2.2 Kvantování 
Pi kvantování je pvodnímu signálu piazena nejbližší kvantovací úrove. Rozhraní 
úrovní tvoí rozhodovací úrove v polovin mezi sousedními kvantovacími úrovnmi. 
Impulzy se dále penášejí vždy jen s celou úrovní. Tím se do signálu zanáší chyba, která má 
vlastnosti šumu a nazývá se proto kvantizaní šum. 
 
Obr.1.3  Kvantování 
Úrove pesnosti lze ovlivnit potem kvantovacích hladin a polohou kvantovacích prah, 
kde lze potem kvantovacích hladin pesn vyjádit jemné detaily obrázku. Kvantování 
probíhá do k stejných interval, kde je pixel reprezentován pomocí b bit, nap. poet úrovní 
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jasu je k = 2b. Ke zobrazování obraz snímaných pi magnetické rezonanci postaí obraz 
v šedé škále (bílá-šedá-erná), tedy 8bit hlouby = 256 barevných odstín. 
1.3 Pedzpracování 
Po úspšném získání obrazu a jeho digitalizaci máme k dispozici digitální obraz. Ale tento 
obraz mže být zkreslen nap. zpsobem snímání. Proto ho potebujeme pizpsobit, odstranit 
zkreslení a šum, upravit kontrast i zvýraznit hrany. K tomuto úelu se dají využít rzné 
filtrace i transformace. Jednou z používaných transformací je Fourierova transformace (FT). 
FT ale není moc vhodná pro analýzu nestacionárních signál, je vhodnjší pro popis 
periodických signál. Využívá kosinové, sinové funkce, a její integrální meze jsou od –∞ do 
∞, harmonické signály musí mít také nekonenou délku. To znamená, že danou informaci 
získáme v kmitotové oblasti, ale ne v asové. Pro diskrétní podobu signálu se používá 
diskrétní Fourierova transformace DFT [5]. Ta obecn piazuje posloupnosti délky N jinou 
posloupnost délky N. Originálem transformace je {s(n)} jenž prezentuje signál v asové 
oblasti a obrazem {S(k)}, který prezentuje signál v oblasti kmitotové. Souhrnn lze vztah pro 
získání obrazu DFT posloupnosti {s(n)} napsat jako 
)	2j(
e)()(
1
0
nk
N
N
n
nskS
⋅−

−
=
⋅= . (4) 
Opaný postup popisuje inverzni (zptná) Fourierova transformace (IDFT). Máme-li 
k dispozici signál v kmitotové oblasti a potebujeme ho transformovat do oblasti asové 
použijeme IDFT. Nyní je originálem {S(k)} a obrazem {s(n)}. Vztah pro výpoet IDFT je 
následující 
)	2j(
e)(1)(
1
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nk
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N
n
kS
N
ns
⋅−

−
=
⋅= .  (5) 
Další z asto používaných transformací je vlnková transformace. Dává oproti Fourierov 
transformaci pedevším informaci o asové lokalizaci spektrálních složek. Svou dobrou 
prostorovou lokalizací poskytuje oscilací vlnkové funkce pouze v okolí bodu lokalizace. 
Zpracování signálu vlnkovou transformací probíhá pedevším prostednictvím banky 
íslicových filtr. 
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2 Banky íslicových filtr 
Pokud je možnost daný signál nejprve uložit a až poté ho zpracovávat, tedy netrvat na 
zpracování v reálném ase s minimálním zpoždním mžeme nap. pro odstranní šumu 
z MR signálu využít banky íslicových filtr. K odstraování šumu z MR signálu se používá 
íslicových filtr s prbžn nastavitelnými mezními kmitoty, ale u nich nedochází 
k úplnému odstranní šumu a mže velmi nepízniv ovlivnit následné výpoty. Proto 
mžeme použít ke zvýšení pomru signálu k šumu banky filtr s aplikací vlnkové 
transformace. 
Banka íslicových filtr je tvoena skupinou íslicových filtr, která má spolený vstupní 
signál a výstupní signál je získáván soutem dílích vstupních signál. Banka filtr je tvoena 
dvma ástmi. Bankou filtr pro analýzu signálu s penosovou funkcí Hn(z) a bankou filtr 
pro syntézu signálu s penosovou funkcí Fn(z) jak je patrné na obr. 2.1. Ob banky bývají 
vtšinou realizovány íslicovými filtry typu FIR (Finite Impulse Response). 
 
Obr.2.1  Základní blokové schéma dvoukanálové banky filtr 
 
2.1 Banka filtr pro analýzu 
Pi analýze signálu rozdlí filtry kmitotové pásmo na dv ásti pomocí horní a dolní 
propusti. Tím pádem je spektrum signálu rozdleno na nízkofrekvenní a vysokofrekvenní 
ást a výsledkem filtrace jsou dva nové diskrétní signály (koeficienty), oznaovány jako 
aproximaní a detailní složka. Názvy vychází z pedpokladu, že každý signál má základní 
informace uloženy v nízkofrekvenním pásmu, které postaí k aproximaci daného signálu. 
Vysokofrekvenní pásmo obsahuje informace, které zpesují aproximaci, tj. jde o detaily 
prbhu signálu. Toto dlení mže dále pokraovat lenním do dalších subpásem opt 
pomocí filtr typu dolní a horní propusti. Subsignály jsou komprimovány více než pvodní 
signál. Potom jsou peneseny nebo uloženy a je možné provádt subpásmové kódování. Není 
však nutné zachovávat celou délku výstupních signál analyzujicích filtr (všechny jejich 
hodnoty), nebo
 filtrací vlastn zmenšujeme velikost kmitotového pásma. Proto mžeme 
postupn snižovat vzorkovací kmitoet tím, že vynecháváme napíklad sud oznaené složky 
subsignál a ponecháme pouze složky s lichými indexy. Tím vlastn provádíme decimaci 
subsignál [6]. 
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0br. 2.2  Analýza signálu bankou filtr 
Dvoukanálová banka filtr analyzuje vstupní signál x(n) filtrem typu dolní propustí DP 
s penosovou funkcí  H0(z) a horní propustí HP s penosovou funkcí H1(z). Vstupní signál se 
rozdlí na dv ásti. DP i HP mají stední úhlový kmitoet ΩS = pi/2, tím tvoí i 
antialiasingové filtry ped podvzorkováním s initelem 2. 
2.2 Decimace signálu 
Decimace (podvzorkování) diskrétního signálu je proces, pi nmž jsou ze signálu 
rovnomrn vybírány nkteré vzorky. Nap. z pvodního diskrétního signálu odstraníme 
každý druhý vzorek. Tím dosáhneme snížení pvodního vzorkovacího kmitotu na polovinu. 
Vztah mezi vstupem do decimátoru w(n) a výstupem z decimátoru y(m) pro vzorkovací 
kmitoet který je M-krát menší než pvodní vzorkovací kmitoet [6], [7]. 
).()( mMwmy =  (6) 
Aby nedošlo ke zkreslení, neboli k výskytu nežádoucích kmitotových složek spektra, 
pedazuje se ped decimátor dolní propust, která má za úkol odfiltrovat všechny kmitoty 
vyšší než pi/M. 
 
Obr.2.3  Blokové schéma decimace diskrétního signálu 
Signál w(n) za dolní propustí je dán konvolucí: 
),()()( 
∞
−∞=
−=
k
knhkxnw  (7) 
výstupní signál je pak s pomocí (6) 

∞
−∞=
−=
k
kmMhkxmw ).()()(  (8) 
- 18 - 
2.3 Banka filtr pro syntézu 
V syntéze signálu jsou subsignály interpolovány s initelem 2 (vkládány nulové hodnoty 
mezi vzorky) a filtrovány dvojicemi filtr typu horní a dolní propusti. Tím se postupn 
zvyšuje hodnota vzorkovacího kmitotu a získáváme takové vlastnosti signál, které se 
samostatnými filtry nedají dosáhnout. 
 
0br. 2.4  Syntéza bankou filtr  
Dvoukanálová banka filtr provádí syntézu výstupních signál z analyzujicí ásti y0(n) a 
y1(n). Po zvýšení vzorkovacího kmitotu a následné filtrací dolní propustí DP s penosovou 
funkcí F0(z) a horní propustí HP s penosovou funkcí F1(z), tvoící antialiasingové filtry, se 
signály setou a vytvoí signál x^(n). 
2.4 Interpolace signálu 
Interpolace (nadvzorkování) diskrétního signálu je v podstat inverzní postup ke snižování 
vzorkovacího kmitotu (decimaci). Pi interpolaci pidáváme vzorky mezi vzorky stávající 
tak, abychom rozšíili poet hodnot a zvýšili vzorkovací kmitoet. Interpolace se skládá 
z vlastního procesu zvyšování vzorkovacího kmitotu a následného odstranní obraz filtrací. 
Vzorkovací kmitoet diskrétního signálu y(m) je zvýšen faktorem L, umístním L–1 nulových 
hodnot mezi každý pár vzork. Výsledkem procesu je signál w(m) [6], [7] 
mLnLny
nw
== )/(0)( . (9) 
Dolní propustí DP s mezním kmitotem pi/L, se vzniklé obrazy zbaví šumu a tím získáme 
výstupní signál y(n) 

∞
−∞=
−=
k
kmwkhmy ).()()(  (10) 
 
Obr. 2.5  Blokové schéma interpolace diskrétního signálu 
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3 Vlnková transformace WT 
Vlnky (Wavelets) – jsou asov omezené signály, které se náhle objeví, zakmitají a zmizí 
nap. impulzní charakteristika vhodného íslicového filtru FIR typu horní propusti.[6] 
Vlnkové transformace se objevily v 80-tých letech 20.století a nesou sebou nové prvky ve 
zpracování signál. Oproti „starší“ díve hojn využívané Fourierové transformaci, která ale 
není vhodná pro analýzu nestacionárních signál, dává vlnková transformace pedevším 
informaci o asové lokalizaci spektrálních složek. Nabízí nový pístup k analýze signál 
použitím speciálního filtru nazvaného vlnka (wavelet). Každá vlnková funkce osciluje pouze 
v okolí bodu lokalizace což poskytuje dobrou prostorovou lokalizaci. Filtrováním signál 
párem ortogonálních filtr je dosaženo cíle WT, rozložení vstupních signál do ady 
vlnkových koeficient. Filtry jsou oznaeny jako „otcovská vlnka“ a „mateská vlnka“ [8]. 
Otcovská vlnka - uruje celkový trend signálu – rozklad na škálové koeficienty. 
Mateská vlnka - zachycuje doplkovou informaci o „jemnostech“ na jednotlivých 
 úrovních - vlnkové koeficienty. 
 
Vlnková teorie se v dnešní dob rychle rozvíjí, používají se jí hlavn na 
• filtraci a analýzu signál (hudba, e), 
• kompresi signál (audio, video signály; statické obrazy), 
• zpracovávání signál (restaurace starých LP desek), 
• rychlé algoritmy pro maticové operace. 
3.1 Spojitá vlnková transformace 
Spojitá vlnková transformace CWT (Continuous Wavelet Transformation) umožuje 
asov-frekvenní popis signálu a je definována vztahem obvykle jako [9] 

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s
ts
τψψ τ
1)(
,
     0,, ≠∈ sRs τ , (11) 
kde s,(t) je tzv. mateská vlnka (mother wavelet) popsáná dvma (spojit promnnými) 
parametry: parametrem s (mítko), je možné mnit její šíku (dilatace) a parametrem  
(poloha), mnit její umístní na asové ose (translace). Parametry spolen tvoí tzv. 
„mítkovou funkci“ (x) (scaling function). len s/1  slouží k normalizaci energie vlnky 
pi zmnách mítka. 
Spojitá vlnková transformace je pak definována i pro signály x(t) s konenou energií 
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kde ψ  znaí komplexn sdruženou funkci, protože obecn mohou být vlnky i komplexní. 
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3.2 Diskrétní vlnková transformace 
Pi diskrétní vlnkové transformaci DWT zvolená vlnka umožuje neredundantní 
dekompozici signálu, tzv. analýzu s mnoha rozlišeními (Multiresolution Analysis 
Decomposition). Neredundantní dekompozici signálu zajistíme vhodnou dvojkovou závislostí 
parametr s a  [10] viz. (13) 
ks pp ⋅== 2  ,2 τ      Zkp ∈, . (13) 
Vlnka je pak 
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kde p odpovídá mítku, k poloze vlnky. 
DWT je v podstat speciáln vzorkovaná CWT, kdy vzorkování prostoru as-mítko probíhá 
na tzv. dvojkové mížce jak je vidt na obrázku obr 3.1. 
 
Obr.3.1 Dvojková mížka v prostoru as-m	ítko 
Vlnková funkce  ze vztahu (14) se chová jako horní propust filtrující vstupní signál od 
poloviny kmitotového pásma smrem k vyšším kmitotm. Pro zvolené mítko však 
zstává nepokryto pásmo od nižších kmitot do nuly. Proto je od vlnkové funkce  
odvozena mítková funkce  (scaling function), která má charakter dolní propusti. Dvojice 
filtr H0(z) a H1(z) tvoí pár tzv. kvadraturních zrcadlových filtr (QMF). 
Výstupy obou filtr jsou podvzorkovány na polovinu vstupních vzork (vezme se každá 
druhá hodnota signálu). Z horní propusti získáváme tzv. koeficienty detail DWT z dolní 
propusti koeficienty aproximace. Díky podvzorkování je celkový poet koeficient po jednom 
kroku stejný jako poet vstupních vzork. Koeficienty aproximace lze dále analyzovat 
shodným rozkladem filtry a obdržet tak další soubor koeficient aproximace a detail. Postup 
se mže stále opakovat, dokud máme njaké vzorky [11]. Toto plení kmitotovým pásem se 
nazývá pyramidový algoritmus obr.3.2 
- 21 - 
Obr.3.2  Princip DWT rozkladu signálu 
Pi takto naznaeném zpsobu analýzy signálu dosahujeme daleko jemnjšího 
vícenásobného rozlišení, než je tomu napíklad u krátkodobé Fourierov transformace. Ovšem 
pro následující syntézu je potebné uchovat i všechny výstupy horních propustí pesto, že se 
dále již nezpracovávají.  
3.3 Mateské funkce 
Existuje kolem 400 vlnek používaných pro rzné úlohy. Dá se íci, že vtšinou se volí na 
základ pokus. Ale byla uvedena nkterá doporuení, která by mohla pi výbru vlnky 
pomoci [9]. 
• Komplexní vlnky jako Morletova detekují dobe oscilace, ale nejsou vhodné pro detekci 
osamocených singularit. 
• K detekci špiek a singularit v signálu jsou vhodné ist reálné vlnky s málo oscilacemi. 
• K detekci zmny gradientu jsou vhodné antisymetrické vlnky. 
• Symetrické vlnky nezpsobují fázový posuv mezi špikou, singularitou, oscilací v signálu a 
polohou píslušného koeficientu pi transformaci. 
• K souasné detekci amplitudy a fáze, musíme použít komplexní vlnku (nap.Morletovu). 
3.3.1 Vlnka Mexican hat 
 
Obr.3.3  Vlnka Mexican hat 
Vlnka  (Mexický klobouk) má tvar druhé derivace prbhu hustoty pravd-podobnosti 
Gaussova rozdlení. Je symetrická, nemá kompaktní nosi, vhodná pro CWT a není 
ortogonální (nelze použít pro DWT). 
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3.3.2 Morletova vlnka 
 
Obr.3.4 Vlnka Morletova 
Morletova vlnka má tvar komplexní sinusovky modulované Gaussovským oknem. Je 
výsledkem kompromisu mezi polohovou lokalizací jednorázových dj a kmitotovým 
rozlišením. Je symetrická, komplexní, nemá kompaktní nosi, vhodná pro CWT a není 
ortogonální (nelze použít pro DWT). 
3.3.3 Meyerova vlnka 
 
Obr.3.5 Vlnka Meyerova 
Meyerova vlnka je definována v kmitotové domén, nemá explicitní vzorec pro vyjádení 
v ase. Je symetrická, nemá kompaktní nosi, je vhodná pro CWT i DWT a je ortogonální. 
3.3.4 Haarova vlnka 
 
Obr.3.6 Vlnka Haarova 
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Haarova vlnka je velmi jednoduchá vlnka, která ale neumožuje hladkou rekonstrukci 
signálu. Bývá asto nazývána Daubechies ádu 1. Je symetrická, má kompaktní nosi, je 
vhodná pro CWT i DWT, je ortogonální, jednoduché a efektivní použití.  
3.3.5 Vlnka Daubechies 
 
Obr.3.7 Vlnka Daubechies 
Vlnka Daubechies je asymetrická, má kompaktní nosi délky 2N − 1, je vhodná pro CWT 
i DWT, je ortogonální. 
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4 Zpracování obraz pomocí vlnkové transformace 
Vlnková transformace [12] se ve zpracování obraz používá zejména pro detekci hran a 
textur, vodotisk, kompresi dat, potlaování jejich rušivých složek a kódování 
charakteristických vlastností obraz pro následnou klasifikaci jejich komponent. Významnou 
oblastí použití je pitom analýza biomedicínských obraz z magnetické rezonance (MR) 
založená na prahování koeficient DWT po jejich dekompozici vhodnou vlnkovou funkcí. 
V oblasti medicímy se využívá jak jednorozmrné vlnkové transformace 1D-DWT 
(pedevším pro zpracovávání signál nap. EKG), ale také dvourozmrné vlnkové 
transformace, i tírozmrné pro zpracování v 3D prostoru. V následujícím textu se budu 
zabývat pouze dvourozmrnými vlnkovými transformacemi. 
4.1 Dvourozmrná vlnková transformace 
4.1.1 Dekompozice 
Dvourozmrné vlnkové transformace, nkdy oznaované jako 2D-DWT je možno využít 
pi zpracování obrazových dat. Stejn jako v jednorozmrném pípad se jedná o lineární 
filtraci. 2-D DWT analyzuje obraz pes ady a sloupce pomocí horizontálních, vertikálních a 
diagonálních detail. Protože pi tom využijeme dvou dekompoziních filtr, dostaneme tedy 
tyi výsledné obrazy, které budou mít pesn poloviní délku než pvodní obraz. 
Pi jednom kroku algoritmu 2D-DWT dochází k 
• filtraci obrazu po ádcích, 
• decimaci výsledku filtrace v ádcích, 
• filtraci výsledku z pedešlé decimace po sloupcích, 
• decimaci výsledku filtrace po sloupcích. 
 
Obr.4.1 Dekompozice dvourozm	rné waveletová transformace 
Po provedení dekomposice signálu získáme 4 sady koeficient, kde jsou 
• LL1 – aproximace obrázku, 
• HL1 – detaily ve vertikálním smru, 
• LH1 – detaily v horizontálním smru, 
• HH1 – detaily v diagonální smru. 
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Vstupní obraz o velikosti M×N je nejprve filtrován dolní propustí DP a horní propustí HP 
na detailní a aproximaní složku. Poté následuje podvzorkování s faktorem 2 a ze vstupního 
obrazu M×N dostaneme dva nové M/2×N. Tento rozklad zpracovává ádky vstupního obrazu. 
Ve druhém stupni rozkladu jsou obrazové matice M/2×N znovu zpracovávány dolní a horní 
propusti DP, HP podobným zpsobem ale po sloupcích. Poté následuje druhá decimace a 
výsledné obrazy budou mít pesn poloviní délku než pvodní (M/2)×(N/2) [13], [14]. 
Pokud by jsme chtli dostat další úrovn obrazu musíme LL1 podrobit další filtraci. tzv 
pyramidovému algoritmu 
 
Obr.4.3 Tístup
ový rozklad 2D – DWT transformace
 
4.1.2 Rekonstrukce 
Pi rekonstrukci obrazu z jeho 2D DWT rozkladu jsou detaily (HL1, LH1, HH1) znovu 
filtrovány pomocí rekonstrukních filtr. V pípad že se hodnoty matic nemní, lze pvodní 
obraz zrekonstruovat bez ztráty informace, pomocí nulových hodnot vkládaných mezi 
dekomponované prvky (nulové ady po každé existující ad nebo nulové sloupce po každém 
existujícím sloupci). Poté jsou využity zmiované rekonstrukní filtry DP a HP. 
V prvním kroku algoritmu jsou rekonstruovány sloupce, ve druhém kroku ádky. 
 
Obr.4.4 Rekonstrukceice dvourozm	rné vlnkové transformace 
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5 Filtrace a odstraování šumu signálu pomocí vlnkové transformace 
Další výraznou vlastností vlnkové transformace je možnost filtrace a odstranní šumu ze 
signál. Šum je náhodný signál, který souvisí s chybou mení a jejím vyhodnocováním. Jeho 
odstranní je vhodné zejména z dvodu snížení množství dat potebných k vyhodnocení, 
protože šum nenese informaci o chování a vlastnostech mené soustavy. 
Diskrétní vlnkovou transformaci [15] lze vyjádit pomocí ortogonální matice W o 
rozmrech n×n . Je-li y = (y1,..., y n )T vektor délky n, pak jeho vlnkovou transformací je vektor 
d = (d1,..., d n )T, získaný jako 
d = W . y. (15) 
Inverzní vlnková transformace je vyjádena jako y  =W-1. d = WT. d díky ortogonalit W. 
Nežádoucí šum v signálu má obvykle aditivní charakter a proto je velmi vhodné následn 
pracovat s modelem 
ε+= fY , (16) 
kde Y = (Y1,…, Yn)T je náhodný vektor, f = (f1,…, fn)T = f((x1),…, (x2)) jako funkci  f  a 
ekvidistantní x1,…, xn a ε = (ε1,…, εn)T je náhodný vektor s normální distribucí ε ≈ Νn(0,σ2Ιn).  
Aplikací podle vztahu (5.1) dostaneme výsledek ve tvaru  
ν+= bD , (17) 
kde s užitím linearity DWT dostaneme D = W⋅Y, b = W⋅f a ν = W⋅ε. Díky ortogonalit W je 
pak ν ≈ Νn(0,σ2Ιn).   
Je-li T(⋅) vlnková prahovací funkce. Pak mže být samotná vlnkov založená filtrace 
k potlaení šumu vyjádena vztahem: 
))(())(( yWWyWWx T-1 ⋅⋅=⋅= TT . (18) 
Cílem tohoto zpsobu filtrace je nalezení takového modifikaního pravidla T(⋅), že 
iii bdTb ≈= )(

. Ve vztahu (18) je x  aproximací vstupního signálu, ve kterém byl již 
ásten potlaen šum v závislosti na kvalit nastavení prah. 
Princip odstraování šumu s využitím DWT je tedy založen na vhodném prahování 
vlnkových koeficient na jednotlivých úrovních dekompozice, které vznikly aplikací. Pi 
odstraování šumu je nejprve provedena pímá vlnková transformace vstupního vektoru 
signálu y, analýzou v bance analyzujicích filtr. Dále následuje prahování koeficient pomocí 
zvolené prahovací funkce. A nakonec je provedena zptná vlnková transformace, syntézou 
v bance syntezujících filtr obr.5.1. 
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Obr.5.1 Blokové schéma odstra
ování šumu s využitím DWT 
5.1 Prahovací techniky 
Prahovacích technik se využívá k odstranní nežádoucích rušivých signál (šumu) 
z daných funkcí. Prahování je tedy nelineární operací s daty, kde princip spoívá v urení 
prahu  > 0 a nastavení vlnkových koeficient signálu di  na hodnotu di = 0. Ostatní vzorky 
jsou ponechány, pípadn následn zpracovány. 
5.1.1 Tvrdé prahování (HARD) 
U tvrdého prahování jsou všechny vlnkové koeficienty signálu di  ze vstahu (15), jejichž 
absolutní hodnota je menší než zvolená hodnota prahu  > 0 vynulovány, ostatní koeficienty 
jsou ponechány beze zmny. 
),(HARD λii dTb =

, (19) 
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Obr.5.2 Tvrdé prahování pro  = 2 
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5.1.2 Mkké prahování (SOFT) 
U mkkého prahování jsou všechny vlnkové koeficienty signálu di ze vztahu (15), jejichž 
absolutní hodnota je menší než zvolená hodnota prahu  > 0 vynulovány, ostatní koeficienty 
jsou zmenšeny o hodnotu . 
),(: SOFT λii dTb =

, (21) 
prahovací funkce 
, (22) 
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Obr.5.3 M	kké prahování pro  = 2 
5.1.3 Polomkké prahování (SEMISOFT, FIRM) 
 U polomkkého prahování závisí prahovací funkce na dvou parametrech λ1 a λ2,  piemž 
odhad vlnkových koeficient je 
),,(SEMI λii dTb =

 (24) 
kde je 210 λλ <≤  
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Funkce polomkkého prahování je vlastn zobecnním prahování podle (20) a (23). Tedy 
pokud jde práh λ2  , tak se prahování ),(SEMI λii dTb =

 mní na prahování mkké 
),(SOFT λii dTb =

. Pokud je práh λ1   λ2  jde o prahování tvrdé ),(HARD λii dTb =

. 
 
Obr.5.4 Polom	kké prahování pro 1 = 2, 2 = 4 
5.1.4 Hybridní prahování 
Hybridní prahování je pro mírn nadprahové hodnoty blízké mkkému prahování, 
s rostoucími hodnotami se stále více blíží tvrdému prahování. 
),( λiHYBi dTb =

, (26) 
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Obr.5.5  Hybridní prahování  = 2 
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5.1.5 Hyperbolické prahování 
Pi hyperbolickém prahování je odhad vlnkových koeficient 
),(HYP λii dTb =

, (28) 
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Obr.5.6  Hyperbolické prahování 
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6 Nukleární magnetická rezonance 
Nukleární magnetická rezonance (NMR), asto jen zkrácen nazývána „magnetická 
rezonance“ (MR) je jev, který se v dnešní dob využívá pedevším jako moderní zobrazovací 
technika v odvtví medicíny. Je nejvíce využívána pro zobrazování ez lidským tlem, nebo 
pro mení MR spekter z vymezené oblasti tkán. K tomuto úelu využívá silné magnetické 
pole a elektromagnetické vlnní s vysokým kmitotem. MR pracuje na úpln odlišném 
principu než doposud používané zobrazovací techniky, nevyzauje škodlivé ionizující záení a 
nevyvolává tím nežádoucí vedlejší úinky na organizmus. 
asto se používá zkratka MRI - z angl. sousloví Magnetic Resonance Imaging 
6.1 Princip magnetické rezonance 
Princip magnetické rezonance [16] vychází z toho, že dané ástice v atomovém jáde 
(protony, neutrony) mají svj vlastní spin. Jádra se spinem (±1/2) rotují kolem své osy, lze je 
tedy považovat za elementární magnety. Pedevším díky této skutenosti získává celé 
atomové jádro svj magnetický moment obr. 6.1. 
 
Obr. 6.1 Mag. moment jádra 
Pro lékaské zobrazování [17] má nejvtší význam vodík 1H, který tvoí tém dv tetiny 
všech atom lidského tla. Proto budeme jeho jádra používat k dalšímu popisu. 
Za normálních okolností (bez psobení vnjšího magnetického pole) je orientace rotaních 
os jednotlivých proton zcela náhodná. Navenek tak tká jako celek nevykazuje žádné 
magnetické vlastnosti. 
Po vystavení zkoumané tkán silnému vnjšímu magnetickému poli s indukcí B0 dojde 
k první zásadní zmn: 
• Dojde ke srovnání magnetických moment (os rotace jader) s vnjším 
magnetickým polem. Proton se pak nachází v jednom ze dvou energetických 
(kvantových) stav. Vektor jeho magnetického momentu mže být orientován 
"paraleln	", tj. ve shod se smrem vnjšího magnetického pole (energeticky mén 
nároný stav), nebo "antiparaleln	" , tj. protichdn k tomuto smru (energeticky 
náronjší stav). V námi zvoleném objemu tkán tak bude možno pozorovat výsledný 
vektor tkáové magnetizace M0, který je orientován stejn jako vnjší magnetické 
pole a pispívá tak k jeho nepatrnému zesílení. 
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Obr. 6.2 Zm	na orientace jader psobením vn	jšího magnetického pole 
Pi psobení dalšího vysokofrekvenního magnetického pole s indukcí B1, kolmého na 
základní magnetické pole s indukcí B0 získáme informaci o rychlosti rotace jader, kmitoet je 
	2
0
0
ω
=f , (30) 
kde 0ω  - úhlový kmitoet vysokofrekvenního magnetického pole. 
Pi tomto psobení dalšího vysokofrekvenního magnetického pole s indukcí B1 vzniká druhá 
zásadní zmna: 
• Protony zanou vykonávat ješt jeden typ pohybu. Krom "rotace" kolem vlastní 
osy dochází navíc k pohybu vektoru magnetizace, vykonává tzv. precesní pohyb. To si 
lze pedstavit jako pohyb po plášti pomyslného kužele s úhlovou rychlostí  = -0, 
který je znázornn na obr. 6.3 
 
Obr. 6.3 Precesní pohyb pi NMR 
Úhlový kmitoet tohoto precesního pohybu jader  je lineárn závislí na indukci B0 vnjšího 
stacionárního magnetického pole 
0B⋅= γω . (31) 
Tedy kmitoet precesního pohybu (nazvaná Larmorova frekvence) je definována, jako 
00 	2
1 Bf γ= ,  (32) 
kde  
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 – je konstanta úmrnosti – gyromagnetický pom	r jádra, pro rzné druhy atom má rznou 
hodnotu. Nap. pro vodík 1H je gyromatický pomr jádra 42,58 MHz/T (269,2 T-1), tzn., že v 
poli B0 = 1,5 T budou mít vodíková jádra kmitoet precesního pohybu f0 pibližn 64 MHz. 
Pesnost MR mení je limitována absolutní pesností stanovení gyromatického pomru . 
Abychom mohli detekovat pomrn malé zmny vektoru magnetizace M0 v ádov 
mnohem vtší hodnot indukce B0 základního magnetického pole, je poteba vektor 
magnetizace "sklopit" do roviny xy, nejastji kolmé k rovin z základního pole. Dje se tak 
aplikací vysokofrekvenního magnetické pole B1, pesnji eeno vhodným tvarem VF 
(vysokofrekvenního) budicího impulzu. Po sklopení vektoru magnetizace M0 budicím vf  
impulzem do roviny xy je vykonáván precesní pohyb vektoru magnetizace M0 po trajektorii 
opisující pláš
 kužele zpt do výchozí pozice shodné se smrem statického magnetického pole 
B0. Doba od excitace až po návrat do výchozího stavu se nazývá relaxace. as je rozdílný pro 
jádra uritých látek. Relaxace je kombinací dvou mechanizm, podélné relaxace odpovídající 
obnovení podélné magnetizace a píné relaxace odpovídající úbytku píné magnetizace. 
V rovin xy je uložena snímací cívka, ve které se indukuje signál nazývaný signál volné 
precese (FID - Free Induction Decay) [18]. 
6.2 Signál volné precese (FID) a relaxace 
6.2.1 Signál volné precese 
 
Obr.6.4 Signál volné precese 
Signál volné precese má tvar harmonického prbhu s exponenciáln klesající amplitudou. 
Výsledný snímaný signál je tvoen superpozicí elementárních signál od všech vystavených 
jader, tzn. jádra rzných prvk dávají parametrov odlišné signály, které jsou navíc ovlivnny 
homogenitou statického magnetického pole a interakcemi mezi vlastními jádry. 
6.2.2 Podélná relaxace T1 
 
   Obr.6.5 Podélná relaxace T1 
Podélná relaxace nastává díky interakcím spin s okolní mížkou (spin-lattice relaxace). 
Tmito interakcemi se spiny zbavují energie získané budícím impulsem a dostávají se do 
základního stavu. Obnova podélné magnetizace je charakterizována exponenciální kivkou 
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s mírou T1. T1 udává as, za jaký dojde k obnovení velikosti vektoru magnetizace na 63% své 
pvodní velikosti, a je tím vyšší, ím vyšší je intenzita pole B0. 
6.2.3 Píná relaxace T2 
 
Obr.6.6 Píná relaxace T2 
Vlivem magnetických polí jednotlivých ástic, budou jednotlivé protony precedovat s 
nepatrn rozdílným kmitotem a dojde tak k postupné ztrát fázové jednotnosti proton (spin-
spinová relaxace) a tím také k zániku píné složky vektoru tkáové magnetizace M0. Zmnu 
velikosti v ase popisuje T2 kivka, která má taktéž charakter exponenciály. T2 relaxaní 
konstanta pak udává as, za který dojde k poklesu velikosti Mmax na 37% svého maxima. Je 
materiálov specifická (nap. mobilní molekuly v tekutinách mají nízkou hodnotu T2) a 
nezávisí na síle pole B0. 
V praxi je pokles píné složky tkáové magnetizace ovlivnn ješt drobnými zmnami v 
nehomogenit vnjšího magnetického pole. Pokles je tak podstatn strmjší a píslušnou 
relaxaní konstantu oznaujeme jako T2*. T2*je vždy kratší než T2 [19]. 
6.2.4 Zpracování MR signálu 
K zpracování MR signálu slouží cívky, které po vybuzení jader 90° RF impulzu zachytí 
oscilující rezonanní signál spin, jehož „obálka“ je exponenciální kivka závislá na spin-spin 
relaxaci specifické materiálu a na nehomogenitách magnetického pole. Tsn po odeznní RF 
impulzu jsou všechny dílí vektory ve fázi a výsledný vektor magnetizace je sklonn do 
roviny xy. Navenek tedy pozorujeme vektor magnetizace, který rotuje v rovin xy. V pijímací 
cívce se zane indukovat FID signál. Jelikož je vždy T2 < T1, rychleji se uplatuje T2 relaxace 
a FID signál klesá exponenciáln s konstantou T2 (resp. T2*). Zárove se pomaleji uplatuje 
také relaxace T1, což zpsobí rst magnetizace ve smru osy z. Celý systém konverguje k 
rovnovážnému stavu, který trval ped vybuzením. 
6.3 MR signál 
V homogenním magnetickém poli mají všechna mená jádra stejný rezonanní kmitoet a 
MR signál má charakter exponenciáln klesajícího kosinového signálu. Po vybuzení mají 
všechna jádra stejnou fázi a jejím ukonení dává vektor magnetizace každého jádra 
harmonický signál. Souet všech harmonických signál od všech jader vytváí 
makroskopický MR signál s(t). 
V nehomogenním magnetickém poli mají všechna mená jádra tento rezonanní kmitoet 
rozdílný podle polohy v pracovním prostoru. Pokles signálu MR bude rychlejší. 
MR signál v homogenním magnetickém poli lze vyjádit vztahem [15]. 
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kde 
 M0 je hodnota MR signálu, závisející na potu rezonujících jader, 
  je rezonanní úhlový kmitoet jader bez gradientu, 
 0 je vysílací úhlový kmitoet tomograf, 
  je fáze komplexního signálu MR. 
6.4 Prbh zpracování MR signálu 
 
Obr.6.7 Zpracování MR signálu 
Analogový MR signál s(t) [15] je nejprve vzorkován a peveden na íslicový signál s(n), 
(s(n) = s(n⋅Tvz)). Na výstupu MR systému tedy získáme komplexní signál s(n), který lze 
zapsat ve tvaru 
s(n) = Re[s(n)] + j⋅Im[s(n)]. (34) 
Následn ze signálu s(n) mžeme vypoítat jeho okamžitou fázy 
.  (35) 
Získané signály s(n), (n) mohou obsahovat nežádoucí rušivé složky, které zpsobují 
znehodnocení obrazu. Z tohoto dvodu jsou signály podrobeny další íslicové filtraci, 
v našem pípad filtraci pomocí vlnkové transformace. 
6.5 Signál a šum 
MR obraz obsahuje dv na sob nezávislé komponenty, a to signál a šum. Za pedpokladu 
aditivního modelu šumu mžeme tuto situaci modelovat rovnicí 
šff += org , (36) 
kde f je výsledný signál, forg  je originální signál a š šum zkreslující výsledný obraz. 
Šum je náhodná veliina, ale bohužel ho z výsledného obrazu nelze nikdy zcela odstranit. 
Je zpsoben zejména prostorov a asov promnnými odchylkami magnetického pole a 
prostorovými odchylkami vysílaného RF signálu. Výsledný obraz také zahrnuje stochastický 
šum pocházející z elektrických obvod a Brownova pohybu molekul snímaného objektu. Pro 
zhodnocení „velikosti“ šumu v obraze se zavadí tzv. pomr signál/šum (signal noise ratio 
SNR) 
Šσ
fSNR = , (37) 
- 36 - 
kde  f je prmrná hodnota signálu v urité homogenní oblasti, σš je standardní odchylka 
šumu v oblasti pozadí. 
ím vtší je hodnota SNR, tím lepší je kvalita obrazu. SNR velikost se dá ovlivnit volbou 
nkolika dalších parametr [19]. 
- Plochou VF cívky. ím menší je citlivý objem cívky, tím menší je šum z okolních 
struktur (využití hlavové cívky). 
- Intenzitou pole B0. ím je vtší, tím více spin (orientovaných paraleln) pispívá 
k užitenému signálu. 
- Šíkou zaznamenávaného pásma. Šum má konstantní intenzitu na všech kmitotech, 
proto ím širší je pásmo, tím více šumu se zaznamenává. 
6.6 Potlaení šumu v MR signálu 
K potlaení šumu v MR signálu  se docílí odstraováním kmitotových složek šumu, které 
nesou minimální informaci o fázi MR signálu. Pokud je možné MR signál nejprve sejmout, 
uložit ho do pamti a poté až zpracovávat, nabízí se využití nkolika rzných metod pro toto 
potlaení. Ze zaátku bylo využíváno metod klasické íslicové filtrace, ale pro malou 
efektivitu bylo nasazena filtrace íslicovými filtry s prbžn nastavitelnými mezními 
kmitoty. Nakonec se jako perspektivní metoda ukázala íslicová filtrace pomocí banky filtr, 
s využitím Fourierovy nebo vlnkové transformace. 
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7 Experimentální ást 
V této ásti bakaláské práce se zabývám samotnou filtrací obraz snímaných pi 
magnetické rezonanci a to pedevším pomocí vlnkové transformace v programu MATLAB. 
Nkteré obrazy jsou asto znehodnoceny šumem tak, že v nich nevidíme nap. potebné 
detaily, hrany, dostatený kontrast, anebo že obrazy nemžeme dále rozložit na nezkreslené 
mapy magnetického pole. 
V experimentální ásti jsem využil snímky z MR tomografu ÚPT v Brn (rezonanní 
kmitoet 200 MHz, supravodivý magnet s magnetickou indukcí 4,7 T, prmr pracovního 
prostoru 120 mm ), které byly znehodnoceny šumem. Nejdíve MR snímky lidské lebky ve 
formátu JPEG pro zjištní rozdíl mezi jednotlivými prahovacími metodami, a následn 
obrázek jílové kuliky (sklenná baka naplnná vodou a obklopená jemným jílem), který je 
zde dále postupn rozebírán. Tento obrázek je ve formátu .mat souboru, má komplexní tvar, 
prmr kulového vzorku je 20 mm a as echa TE je 20 ms. Soubor se snímkem je pipojen 
v píloze na CD (jilge20ms20mm.mat) 
7.1 Výbr prahovací techniky 
V semestrálním projektu, který byl zárodkem bakaláské práce byla ešena problematika 
rozdílného prahování vlnkové transformace, a to na MR snímcích ve formátu JPEG.  
Na obr.7.1 je ukázán originální MR obraz lebky a obraz, který jsem doplnil šumem. 
     
 a) b) 
Obr.7.1  Obraz MR  a) originální b) dopln	n  šumem 
K filtraci obrazu jsem nejdíve použil jen velmi jednoduché Haarovy vlnky, která sice není 
vhodná pro zpracování 2D obraz, neumožuje pln hladkou rekonstrukci signálu, ale má 
velmi jednoduché a efektivní použití a je zde dosti patrný rozdíl mezi rozdílnými prahovacími 
technikami. 
Po rozkladu obrazu následovalo samotné odstranní šumu. Pi odstraování jsem využil 
pednastavených prahových metod „Fixed form threshold“ s dvojím prahováním a to tvrdého 
(hard) a mkkého (soft). Šumová struktura byla nastavena na odstranní bílého šumu 
v horizontálních detailních koeficientech. Obrazy po odstranní šumu obma prahovacími 
metodami jsou uvedeny na obr.7.2 
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 a) b) 
Obr.7.2  Prahování a) tvrdé b) m	kké 
Zhodnocení: 
Na obr.7.2 jsou snímky podrobené filtraci pomocí vlnkové transformace s rozdílnými 
metodami prahování. Na levém obrázku a je znázornn obraz po tvrdém prahování a na 
pravém po mkkém prahování. 
Hlavní rozdíly mezi obma prahovacími metodami: 
• Tvrdé prahování – v obraze jsou lépe viditelné hrany, vtší kontrast, šum je odstrann 
v nedostatené míe. 
• Mkké prahování –  v obraze jsou slité hrany, menší kontrast, šum je více potlaen než 
v pedešlém pípad. 
 
Na našem pikladu jsme si ukázali zatím jen hlavní rozdíly mezi dvmi možnostmi 
prahování, pro úplné odstranní šumu, musíme nejdíve zvolit vhodný typ vlnky a stupe 
rozkladu. Možným manuálním nastavením koeficient by se mohli nkteré setrvávající 
nedostatky v obraze odstranit.  
V dalších ástech bakaláské práce budu využívat jen prahování mkkého, protože šum je 
zde více potlaen než u prahování  tvrdého. 
7.2 Výbr vhodné vlnky a úrovn rozkladu 
MR snímek jsem nejprve rozložil na základní složky, a to na reálnou, imaginární ást a na 
ást fázovou. Zde byla pi výbru vlnky a úrovn použita jeho reálná složka, ze které byl 
udlán výez, jak je vidt na obr.7.4. Výez jsem následn podrobil filtraci s rznými vlnkami 
a rznými úrovnmi rozkladu. 
Na porovnávání filtrovaných obraz by bylo nejvhodnjší použít vztahu PSNR (Power 
Signal to Noise Ratio), který nám uruje výkonový pomr signálu a šumu [12]. 
)
MSE
log(20 PSNR
2
maxI
= , (38) 
kde je Imax maximální hodnota pixelu, MSE je stední kvadratická chyba. 
Hodnoty PSNR se udávají v dB, hodnoty se vtšinou pohybují od 20 dB až do 40 dB. ím 
vyšší hodnoty PSNR, tím vyšší je úrove shody s pvodním obrazem. Naopak obrazy 
s hodnotami PSNR pod 20 dB mají velké zkreslení výstupu proti obrazu zdrojovému. 
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Bohužel v našem pípad jsem vztahu (38) nemohl využít, protože nemám originální 
obrázek bez šumu, se kterým bych mohl výsledné obrázky porovnávat. Proto takto vypotená 
hodnota by mla jen informativní charakter, a tak musím rozdíly mezi jednotlivými snímky 
posuzovat jen opticky. Proto si posléze vybranou mateskou vlnku a úrove dekompozice 
ovím na zvláštních snímcích, jak je uvedeno v kapitole 7.2.3 
 
 
Obr.7.3  Výez z MR snímku 
7.2.1 Výbr úrovn rozkladu 
Rozklad dvourozmrné vlnkové transformace probíhá pes ady a sloupce pomocí 
horizontálních, vertikálních a diagonálních detail. Proto po rozkladu obrazu získáme 
aproximaci obrazu a adu detailních koeficient, jejichž poet závisí na úrovni rozkladu 
obrázku jak je uvedeno v kapitole 4. Na obr. 7.4 mžeme vidt rzné úrovn rozkladu, ty 
souvisí pímo z výbrem vlnky v následující podkapitole. 
 
Obr.7.4  První, druhá a tetí úrove
 rozkladu 
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7.2.2 Výbr vhodné vlnky 
Vlnky pi první úrovni rozkladu 
Pi prvním rozkladu jsem k filtraci obrazu postupn použil rzné typy vlnek, rozložené 
obrazy jsou uvedeny na obr. 7.5 Po rozkladu a filtraci nevidíme žádný podstatný rozdíl mezi 
jednotlivými vlnkami, výezy obrázku stále obsahují šum. 
 
 a) b) c) 
Obr.7.5   Obrazy filtrované pomocí   a) Haarovy vlnky 
 b) vlnky Bior1.1 
 c) vlnky Db4  
Vlnky pi druhé úrovni rozkladu 
U rozkladu druhé úrovn jsem využil více vlnek, protože zde už je rozdíl mezi nimi více 
patrný. Na obr. 7.6 jsou uvedeny obrazy po druhém rozkladu pomocí šesti typ vlnek, a to 
Bior1.1, Dmey, Db1, Haarova, Sym2 a Dd4, které byli využity k filtraci. 
Pi zamení na ernou plošku výezu, mžeme vidt u použitých typ vlnek hlavní 
rozdíly. U vlnek typu Bior1.1, Db1, Haar a Sym2 je v erné ásti stále vidt místa zatížená 
šumem jak je vidt na obrázku obr.7.6 , naopak u vlnek typu Dmey, Dd4 je v této oblasti šum 
více potlaen obr.7.7. 
 
 a) b) c) d) 
Obr.7.6  Obrazy filtrované pomocí  a) Bior1.1 vlnky 
 b) Sym2 
 c) Db1 vlnky 
 d) Haarovy vlnky 
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 e) f) 
Obr.7.7  Obrazy filtrované pomocí  e) Dmey vlnky 
  b) Dd4 vlnky 
Vlnky pi tetí úrovni rozkladu 
Pi rozkladu tetí úrovn jsem využil jen Haarovy, Bior1.1, Dmey a Dd4 vlnky. U vlnek 
typu Haar a Bior1.1 je vidt nedostaten úinná filtrace, zato u vlnek Dmey a Dd4 je 
pozorovatelné úplné odstranní šumu z výezu. 
 
 a) b) c) d) 
Obr.7.8  Obrazy filtrované pomocí    a) Haarovy vlnky 
 b) Bior1.1 vlnky 
 c) Dmey vlnky 
 d) Dd4 vlnky 
Pi dalších rozkladech již docházelo k rozmazávání obrázku a ke slévání hran. Proto bych 
si po optickém zhodnocení snímk vybral na celkovou filtraci snímku jilge20ms20mm vlnku 
Db4 a rozklad tetí úrovn. Vybrané parametry si následn ovím i pomocí výkonového 
pomru signálu a šumu na jiném snímku. 
7.2.3 Ovení výbru vhodné mateské vlnky a úrovn rozkladu 
Pro ovení správnosti výbru jsem vytvoil originální obrázek o rozmrech 32x32, ve 
kterém jsem posléze vygeneroval šum. 
init = 2055615866; randn('seed',init); 
x = X + 18*randn(size(X)); 
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 a) b) 
Obr.7.9  Obrázek pro ov	ení úinnosti filtrace a) originální b) s vygenerovaným šumem  
Na ukázku na obr. 7.10 jsou všechny úrovn rozkladu vlnky db4, která se jevila po 
optickém vyhodnocení jako nejvhodnjší. 
 
 a) b) c) d) 
Obr.7.10  Obrázek filtrovaný vlnkou db4 a) první b) druhá c) tetí d) tvrtá úrove
 rozkladu 
Pro porovnání s ostatními vlnkami je tu uvedena i tetí úrove rozkladu vlnek Haar a 
Dmey, u kterých bylo taktéž patrné dobré odstranní šumu. 
 
a) b) 
Obr.7.11 Obrázek filtrovaný vlnkami a) Haar b) Dmey 
Pro testovací obrázek filtrovaný vlnkami db4, Haar a Dmey jsem pro tetí rozklad uril 
PSNR, vypoítané hodnoty jsou uvedeny v tab.1. Z tabulky je patrné, že názor z optického 
porovnávání byl správný, nejlepší hodnotu PSNR má tetí úrove u vlnky db4. Proto jsem 
pistoupil k filtraci s výše popsanými zvolenými parametry. 
Typ vlnky 1.úrove
 
rozkladu 
2.úrove
 
rozkladu 
3.úrove
 
rozkladu 
4.úrove
 
rozkladu 
 PSNR [dB] PSNR [dB] PSNR [dB] PSNR [dB] 
Šum 19.3604 19.3604 19.3604 19.3604 
Db4 22.6393 25.4797 25.7695 24.5638 
Haar - - 23.4782 - 
Dmey - - 25.6480 - 
Tab.1 Výsledné hodnoty PSNR 
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7.3 Rozklad obrázku 
Pvodní obrázek jílové kuliky jilge20ms20mm ml hodnoty typu: 
DATA <256x256 double> v komplexním tvaru, 
jeho velikost byla: 
SIZE [256 256] 
Jak už bylo eeno výše, MR snímek byl rozložen na základní složky, na reálnou, 
imaginární ást a na ást fázovou. 
x = real(DATA); %rozložení na reálnou ást 
y = imag(DATA); %rozložení na imaginární ást 
q = angle(DATA); %rozložení na fázovou ást 
Tyto ásti jsem následn podrobil filtraci pomocí zvolené úrovn a vlnky. Všechny tyto 
filtrace jsou uvedeny v píloze na CD. 
Po vyfiltrování je obraz je uložen v promnné X, proto jsem k nmu piadil následující 
hlaviku a obraz uložil. 
DIM= 2; 
SIZE = [256 256]; 
DIR_NAME = ['ph-enc ' ; 'readout']'; 
FOV  = [1 1]; 
DOMAIN = [3 3]; 
HZ_PPM = [200.1025  200.1025]; 
DATA = X; 
save('nazev','DIM','SIZE','DIR_NAME','FOV','DOMAIN','HZ_PPM','DATA','-V4'); 
Následující snímky jsou zobrazeny v programu pro práci s MR obrazy, v Marevisi. 
 
 a) b) 
0br.7.11  Reálná ást snímku a) znehodnocená šumem b) vyfiltrovaná 
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 a) b) 
0br.7.12  Imaginární ást snímku a) znehodnocená šumem b) vyfiltrovaná 
 
 a) b) 
0br.7.13  Fázový obraz  a) znehodnocený šumem b) vyfiltrovaný 
 
 a) b) 
0br.7.14  Absolutní hodnota komplexního snímku a) znehodnocená šumem b) vyfiltrovaná 
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Komplexní ást snímku vznikla složením z vyfiltrované reálné a imaginární ásti. Je 
výhodné snímky znovu pevést do komplexního tvaru, protože je mžeme dále rozebírat, 
nap. fázový obraz mžeme rozvinout dále v mapu magnetického pole v rovin kolmé 
k základnímu poli a tím získat velikost magnetické indukce ve vybraných bodech. 
7.4 Rozvinutí MR snímku 
Rozvinutí snímku na mapu magnetického pole v rovin kolmé k základnímu poli získáme 
v programu MATLAB dvourozmrnou funkcí unwrap. 
Na obr. 7.15 a  obr. 7.16 je ukázka výezu vyfiltrované a nevyfiltrované ásti ze snímku 
jilge20ms20mm z kapitoly 7.3 s barevnou mapou. 
 
 a) b) 
Obr.7.15  Fázový obraz MR  a) nevyfiltrovaný b) vyfiltrovaný  
 
 a) b) 
Obr.7.16  Absolutní hodnota komplexního snímku a) nevyfiltrovaná b) vyfiltrovaná  
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 a) b) 
Obr.7.17  Mapa magnetického pole a) nevyfiltrovaného b) vyfiltrovaného snímku 
 
 
 a) b) 
Obr.7.18  Mapa magnetického pole a) nevyfiltrovaného b) vyfiltrovaného snímku  
 
Rozvinuté mapy magnetických polí v rzných barevných mapách obr.7.17, obr.7.18 , byly 
poízeny z a) nevyfiltrovaného snímku b) vyfiltrovaného snímku. Následn jsem v programu 
zobrazil i graf vodorovným ezem obrazem fáze obr.7.19. 
 
 a) b) 
Obr.7.19  Graf vodorovným ezem a) nevyfiltrovaným b) vyfiltrovaným obrazem fáze 
Porovnáním kivek z obrázku 7.19 je zeteln vidt, že byl šum kterým byla pvodní 
kivka zatížena úspšn odstrann. Tím pádem mžeme usoudit, že námi navržená metoda 
filtrace MR obraz je dostaten úinná. 
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Závr 
V bakaláské práci je ešena problematika zpracování obraz snímaných pi zobrazovacích 
technikách využívajících magnetické rezonance. Práce byla smována pedevším na návrh 
filtraní metody založené na vlnkové transformaci, realizované bankou íslicových filtr. 
Teorie vlnkové transformace se v dnešní dob rychle rozvíjí a je využívána ve stále vtším 
potu obor i odvtví. Mezi významné odvtví využívající vlnkové transformace patí 
zpracování signál i obraz. V práci je ešená problematika zamená pímo na vlnkovou 
transformaci, aplikovanou na obrazy snímané pi magnetické rezonanci, a to pevážn na 
odstraování šumu. 
V práci je popsáno základní získávání obrazu, jeho pevod do digitální podoby, tak i 
následné zpracování pomocí vlnkových transformací s využitím bank íslicových filtr. 
Popsáno je zejména samotné zpracování 2D obrazu od dekompozice, kde dochází k rozkladu 
obrazu na jednotlivé složky (koeficienty), až po jeho následnou rekonstrukci. Dále je zde 
popsána navržená filtraní metoda, pi které je dležitý správný výbr vlnky, následn výbr 
vhodné prahovací metody a úrovn rozkladu. 
Od volby rzných parametr filtrace vlnkové transformace se odvíjí i ást experimentální 
ásti bakaláské práce, kde jsou naznaeny hlavní rozdíly mezi jednotlivými parametry. Cílem 
bylo z MR obraz odstranit rušivou složku, pevážn šum, který tyto obrazy znehodnocuje. 
Proto byla první ást zamena spíše na výbr vhodných parametr, a to nejdíve výbr 
vhodné prahovací techniky. Pro ovení správnosti výbru prahovací techniky byl do obrazu 
získaného z magnetické rezonance nejprve pidán šum, a poté následovalo jeho odstranní 
aplikací tvrdého a mkkého prahování. Výsledkem jsou dva odlišn vyfiltrované obrazy, 
jejichž rozdílnost spoívá ve viditelnosti hran, velikosti kontrastu, stupni odstranní šumu. 
V dalším kroku následoval výbr vhodné vlnky a výbr vhodné úrovn rozkladu. Zvolené 
parametry jsem nejdíve aplikoval na výez z MR obrázku  jílové kuliky, kde kvalita 
rekonstrukce a odstranní šumu byla hodnocena pouze opticky. Z optického vyhodnocení 
vyšla nejlépe vlnka Daubechies 4 ádu a tetí úrove rozkladu. Urené parametry jsem ovil 
na zvláštním obrázku, ze kterého jsme mohli spoítat i hodnotu výkonového odstupu signálu a 
šumu (PSNR). Po porovnání se mnou zvolené parametry také ukázaly, jako nejvhodnejší. 
Posléze jsem pešel k samotnému odstranní šumu ze snímku kulového vzorku jílu, 
obrázek jsem nejprve rozdlil na reálnou, imaginární a fázovou ást. Takto rozložené snímky 
jsem podrobil navržené filtraní metod s výše popsanými parametry. Pi optickém 
porovnávání byly na snímcích vidt hlavní rozdíly mezi nevyfiltrovanými a vyfiltrovanými 
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obrazy. Následovalo samotné ovení kvality filtrace uvedeno rozložením snímku na mapu 
magnetického pole, a tím ukázány hlavní rozdíly i zde v rozloženém obrázku. Z mapy 
magnetického pole mžeme získat nap. velikost magnetické indukce ve vybraných bodech 
mapy magnetického pole. A aby mapy pole nebyly zkreslené, je nutné z obrazu odstranit 
rušivé složky. Po rozložení jsem z mapy magnetického pole získal graf vodorovným ezem 
obrazem fáze, ped filtrací a po její aplikaci. Porovnáním obou kivek je zeteln vidt, že byl 
šum úspšn odstrann, a že navržená metoda filtrace MR obraz je dostaten úinná. Proto 
lze považovat odstranní šumu ze snímk mnou navrženou metodou za zdailé a celou práci 
shrnout tím, že zpracování a posléze odstranní okolních rušivých složek, za pomocí 
vlnkových transformací, je velmi efektivní, variabilní a nabízí nový pístup k analýze signál 
a obraz. 
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